
 

 ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ  

Μαθηματικά Προσανατολισμού Γ Λυκείου  

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Nα διατυπώσετε το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών 

Μονάδες 4 

Α2. Δίνεται ο παρακάτω ισχυρισμός:  

«Αν η f  είναι συνεχής στα Α και Β και ( ) 0f x′ =  στα εσωτερικά των Α και Β, τότε η f  είναι 
σταθερή στο A B∪  .»  
α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισμό αληθή ή ψευδή. 

Μονάδες 1 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας στο Α2 (α) . 

Μονάδες 3 

Α3. Έστω μια συνάρτηση f παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα (𝜶,𝜷), με εξαίρεση ίσως ένα σημείο του xoστο 
οποίο όμως η f είναι συνεχής. Να αποδείξετε ότι :  

 Αν f '(x) 0  στο o(α, x )   και f '(x) 0   στο o(x ,β)  , τότε το of (x )  είναι τοπικό μέγιστο της f.  
  

Μονάδες 7 
 

Α5. Να χαρακτηρίσετε κάθε μία από τις παρακάτω συναρτήσεις ως ΣΩΣΤΗ ή ΛΑΘΟΣ : 

 
I. Αν lim ( ) 0

ox x
f x

→
>  τότε ( ) 0f x >  κοντά στο ox . 

 
II. Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο   και δεν είναι αντιστρέψιμη , τότε υπάρχει 

κλειστό διάστημα [α,β], στο οποίο η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle. 
 

III. Έστω συνάρτηση f ορισμένη και παραγωγίσιμη στο διάστημα [α,β] και σημείο [ , ]ox a β∈

στο οποίο η f παρουσιάζει τοπικό μέγιστο. Τότε πάντα ισχύει ότι '( ) 0of x = . 
 
 

IV. Αν οι συναρτήσεις f,g είναι παραγωγίσιμες στο ox , τότε η συνάρτηση f g  είναι 
παραγωγίσιμη στο ox  και ισχύει (f g) '(x) f '(x) g '(x)   . 
 

V. Αν η f είναι συνεχής στο [α,β] με f (α) 0  και υπάρχει ξ (α,β)  ώστε f (ξ) 0 , τότε κατ’ 
ανάγκη f (β) 0 . 

 
 

       Μονάδες 10 
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ΘΕΜΑ Β  

Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f, καθώς και η εφαπτομένη 
της, ε: x 6y 12 0   , στο ox 3 .Αν γνωρίζετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x 0  ,τότε: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β1. Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της f. 

           Μονάδες 4 

Β2. Nα υπολογίσετε αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια. Για τα όρια που δεν υπάρχουν να  
       αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

 i)
x 4
lim f (x)


  ii)
x 2
lim f (x)


  iii)
x 1
lim f (x)


  iv)
x 0

f (x) 8lim
x

    

           Μονάδες 7 

Β3.Να υπολογίσετε τα όρια: 
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  i)
x 0

x 1lim
2f (x) 16




  ii)
x 3

1lim
6f (x) x 12  

  

           Mονάδες 6  

Β4. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (α) 8 f (β) 1 0
x 1 x 3

 
 

 
 , α,β ( 4,0)   έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  

       διάστημα (1,3) . 

           Μονάδες 4 

Β5.Να βρείτε τα σημεία στα οποία η f δεν είναι συνεχής. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.  

           Μονάδες 4 

ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται  
1 22 1 1

1 2 0 1

     
      

x( β )e αx βx, x
f ( x )

ασυν(x ) ( α )x β, x
 , η οποία είναι παραγωγίσιμη. 

Γ1.Να αποδείξετε ότι α = 1 και  β = 0. 

         Μονάδες 6 

 

 

Γ2. Αν Ε είναι το εμβαδόν του χωρίου που σχηματίζεται από την εφαπτομένη της fC  στο ox 1 , και 

τους άξονες x’x και y’y , να συγκρίνετε τις τιμές f '(E)  και πf '( )
18

. 

Μονάδες 7
   

Γ3 .Να υπολογίσετε το όριο 
1

1 2 6 2



  

x

x

elim
f ( x ) x

. 

         Μονάδες 6 

Γ4. Να δείξετε ότι 2 2  f ( x ) f ( x ) ( x x ) f '( x )  για κάθε x 1 . 

         Μονάδες 6 

ΘΕΜΑ Δ 

Δίνεται  :f →  η οποία  είναι  δύο  φορές παραγωγίσιμη  και  για  την  οποία  ισχύουν 

⋅ ( ) ( ) ( )
20

2 2 2
lim 4 8x

h

f x h f x f x h
e

h→

+ − + −
= −          

 ⋅ ( ) ( )' 0 2 0 1f fκαι= =  
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Δ1. Να  δείξετε ότι  ( ) 2xf x e x x= − + . 
Μονάδες 7 

Δ2. Να  μελετήσετε τη  μονοτονία  της f . 

Μονάδες 5 

Δ3. Να  αποδείξετε  ότι  υπάρχει  μοναδικό ( )1,3ξ ∈   ώστε  η  εφαπτομένη  της  fC  να  διέρχεται  από  το   
       Α(1,0) 

Μονάδες 6 

Δ4. Έστω η  συνάρτηση ( ) ( )( ) ( )2 22 1 2h x f x x x x= + − − − .Να  αποδείξετε  ότι  η  h έχει  δύο  θέσεις      

       τοπικών  ελαχίστων  και  μία  θέση  τοπικού  μεγίστου. 

Μονάδες 7 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1.  Σελίδα 76 σχολικό 

Α2. α) Ψευδής 

β) Σελίδα 134 σχολικό 

Α3. Σελίδα 144 σχολικό 

Α4. Να χαρακτηρίσετε κάθε μία από τις παρακάτω συναρτήσεις ως ΣΩΣΤΗ ή ΛΑΘΟΣ : 

Ι.Σ     ΙΙ.Σ    ΙΙΙ.Λ   ΙV.Λ    V.Λ 

 

ΘΕΜΑ Β  

Β1. A [ 4,1) (1,6], f (A) [1,8]      

Β2.i)
 x 4
lim f (x) 1


     

     ii)
x 2
lim f (x)


 δεν υπάρχει διότι 
x 2 x 2
lim f (x) 3, lim f (x) 4

  
    

    iii)
x 1
lim f (x) 7


   

    iv)
f (0) 8

x 0 x 0

f (x) 8 f (x) f (0)lim lim f '(0)
x x 0



 

 
 


 (f παραγωγίσιμη στο 0) 

   Παρατηρούμε ότι η fC  δέχεται οριζόντια εφαπτομένη στο ox 0  άρα f '(0) 0 . 
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   Τελικά 
x 0

f (x) 8lim 0
x


    

Β3. i)
x 0 x 0 x 0

x 1 x 1 x 1 1 1lim lim lim ( )
2f (x) 16 2(f (x) 8) 2 f (x) 8 2  

               
  

   Αφού 
x 0
lim(f(x) 8) 8 8 0


     και f (x) 8  κοντά στο 0. 

    ii)H εφαπτομένη της fC  στο ox 3  γίνεται: 

       (ε): 
1x 6y 12 0 y x 2
6

         

       Eπιπλέον η fC   βρίσκεται πάνω από την (ε) σε μια περιοχή κοντά στο 3, δηλαδή : 

       
1f (x) x 2 6f (x) x 12 0
6

        κοντά στο 3. 

       Άρα 
x 3 y 0

1 1lim lim
6f (x) x 12 y 

  
 

 (θέτουμε y 6f (x) x 12    ) 

Β4. Για x ( 4,0)   ισχύει ότι f (x) 1 και f (x) 8  . 

   H εξίσωση γίνεται για  x 1,3 :
f (α) 8 f (β) 1 0 (x 3)(f (α) 8) (x 1)(f(β) 1) 0

x 1 x 3
 

        
 

  

  Έστω g(x) (x 3)(f (α) 8) (x 1)(f(β) 1), x [1,3]          

  g συνεχής στο [1,3] και επιπλέον 

  g(1) 2(f(α) 8) 0 , (f(x) 8)      και 

  g(3) 2(f (β) 1) 0, (f (x) 1)       

  Άρα g(1) g(3) 0  . Επομένως από θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ (1,3)  τέτοιο ώστε 
f (α) 8 f (β) 1g(ξ) 0 0

ξ 1 ξ 3
 

   
 

  

Β5. Η f δεν είναι συνεχής στο 1x 2   καθώς το 
x 2
lim f (x)


 δεν υπάρχει (Β2) 

    και στο 2x 2   καθώς το 
x 2
lim f (x)


 δεν υπάρχει διότι 
x 2 x 2
lim f (x) 4, lim f (x) 2

  
 

 

    Προσοχή!! Δεν έχει νόημα να μελετηθεί η συνέχεια στο x = 1 καθώς δεν ανήκει στο πεδίο ορισμού της f. 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.Αφού f παραγωγίσιμη στο ox 1  θα είναι και συνεχής, επομένως 

x 1 x 1
lim f (x) lim f (x) f (1)

  
    

• 
x 1 x 1
lim f (x) lim[ ασυν(x 1) (α 2) x β] α α 2 β 2 β

  
               

• x 1 2

x 1 x 1
lim f (x) lim[(2β 1)e αx βx] 2β 1 α β 3β α 1

 



 
             

Έχουμε λοιπόν 2 β 3β α 1 α 1 2β        (1) 

Επιπλέον 

• 

x 1 x 1

x 1

x 1 x 1

x 1

f (x) f (1) ασυν(x 1) (α 2) x β 3β α 1lim lim
x 1 x 1

(2β 1)συν(x 1) (3 2β) x β 3β 1 2β 1lim
x 1

(2β 1)συν(x 1) 3x 2βx 2 (2β 1)συν(x 1) x 2βx 2x 2lim lim
x 1 x 1

(2β 1)συν(x 1) x(2βlim

 



 



 



 



        
 

 
        




          
 

 
   


x 1

x 1

1) 2x 2 (2β 1)[συν(x 1) x] 2x 2lim lim
x 1 x 1 x 1






     
 

  

  

 

y x 1

x 1 y o

y o

(2β 1)[συν(x 1) x] συνy y 1lim lim (2β 1)
x 1 y

συνy 1 ylim (2β 1) 2β 1
y y

 



 

 



        
   

             

 

 
x 1 x 1

2x 2 2(x 1)lim lim 2
x 1 x 1  

 
 

 
 

Άρα 
x 1

f (x) f (1)lim 2β 3
x 1


  


 

• 

0
x 1 2 0

x 1

DLHx 1 x 1 x 1

(1)

f (x) f (1) (2β 1)e αx βx 3β α 1lim lim lim(2β 1)e 2αx β)
x 1 x 1

2β 1 2α β 3β 1 2α 3β 1 2 4β 3 β

  




  

      
     

 

            

  

Επομένως 3 2β 3 β β 0, α 1        

Η f γίνεται 
x 1 2e x , x 1

f (x)
συν(x 1) 3x, 0 x 1

   
    

  

Γ2. Έχουμε 
x 1e 2x, x 1

f '(x)
ημ(x 1) 3,0 x 1

   
   

  

f '(1) 3, f (1) 2   άρα η εφαπτομένη της fC  στο ox 1  είναι: 
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(ε) y 2 3(x 1) y 3x 1        

H ε τέμνει: 

• Τον x’x για y = 0 στο σημείο 1Α ,0
3

 
  
 

  

• Τον y’y για x = 0 στο σημείο  Β 0, 1   

Άρα 1 1 1 1(ΑΟΒ) ΟΑ ΟΒ 1 τ.μ.
2 2 3 6

        

Επιπλέον για 0 x 1, f ''(x) συν(x 1) 0      άρα f '  γνησίως αύξουσα στο [0,1)  και   

1 3 πΕ
6 18 18

   .Άρα 
f '1 π 1 πf ' f '

6 18 6 18

    
        
   

. 

  

Γ3 .Έχουμε 
x 1 x 1

x 1 x 1

e e 1lim lim λ
2f (x) 6x 2 2 f (x) 3x 1

 

 

 
   
     

  

Για x 1   x 1f ''(x) e 2 0    άρα f κυρτή στο [1, )   

Για x [0,1)  f ''(x) συν(x 1) 0   , άρα f κυρτή στο [0,1] 

Επιπλέον ορίζεται εφαπτομένη της fC  στο x = 1 άρα f κυρτή στο [0, )  . 

Η εφαπτομένη της fC  στο x = 1 είναι η y 3x 1   , 

άρα f (x) 3x 1 f (x) 3x 1 0       με την ισότητα να ισχύει για x = 1. 

Επομένως 
x 1

1lim
f (x) 3x 1

 
 

  

Τελικά 
x 1

x 1

e 1 1λ lim ( )
2 f (x) 3x 1 2





 
       
   

  

          

Γ4. Για x 1  έχουμε ότι 2 2x x x x 0     και f '  γνησίως αύξουσα στο (1, )   

Επιπλέον η δοσμένη σχέση γίνεται διαδοχικά :  

2
2 2

2

f (x ) f (x)f (x ) f (x) (x x)f '(x) f '(x)
x x


    


.Aρκεί λοιπόν να δείξουμε ότι 

2

2

f (x ) f (x) f '(x)
x x





   

Η f ικανοποιεί τις προυποθέσεις του ΘΜΤ στο 2[x,x ] .Yπάρχει λοιπόν 2ξ (x,x )  τέτοιο ώστε  

2

2

f '(x ) f (x)f '(ξ)
x x





 . 

Όμως 2ξ (x,x )  άρα 
2f '

2

f (x ) f (x)ξ x f '(ξ) f '(x) f '(x)
x x

 
    


 

Remove Watermark
Wondershare
PDFelement

http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5239&m=db


 

      

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0( )
0

2 20 0

0 0 0

0

2 2 2 ( 2 2 2 ) '
lim lim

( ) '
2 ' 2 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 2 ' ' ' 2

lim lim lim
2

' 2 ' ' ' 2
lim 2 '' 2 '' 4 ''

h DLH h

h h h

h

f x h f x f x h f x h f x f x h
h h

f x h f x h f x h f x h f x h f x f x f x h
h h h

f x h f x f x f x h
f x f x f x

h h

→ →

→ → →

→

+ − + − + − + −
= =

+ − − + − − + − + − −
= = =

 + − − − 
+ = + = 

 

  

Διότι   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0

0

' 2 ' ' ' ' '
lim lim lim 2 2 ''

2

2
2

lim 2

h u x u x

h

f x h f x f u f x f u f x
f xu xh u x

u xu x h h

x h x

→ → →

→

 
  + −  −  − 

= = =    − −    
 

−
= + ⇔ =

+ =

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0

0

' ' 2 ' ' ' '
lim lim lim 2 2 ''

2

2
2

lim 2

h u x u x

h

f x f x h f x f u f u f x
f xx uh u x

x uu x h h

x h x

→ → →

→

 
  − −  −  − 

= = =    − −    
 

−
= − ⇔ =

− =



 

Επομένως   έχουμε  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )20

2 2 2
lim 4 8 4 '' 4 8 '' 2x x x

h

f x h f x f x h
e f x e f x e

h→

+ − + −
= − ⇒ = − ⇒ = −  

( )( ) ( )' ' 2 'xf x e x= − ,άρα  από  συνέπειες ΘΜΤ προκύπτει  ( ) 1' 2xf x e x c= − +    

και για  0x =    έχω ( ) 0
1 1' 0 1f e c c= + ⇒ =  ,άρα ( )' 2 1xf x e x= − +  

( ) 2( ) ' ( ) 'xf x e x x= − +  άρα  από  συνέπειες ΘΜΤ προκύπτει  ( ) 2
2

xf x e x x c= − + +   

Για 0x =  έχω  ( ) 0
2 20 0f e c c= + ⇒ = ,άρα  τελικά   ( ) 2xf x e x x= − +  

Δ2.  

 Η  f  παραγωγίσιμη  στο   με ( )' 2 1xf x e x= − +  

 Η  'f  παραγωγίσιμη  στο   με ( )'' 2xf x e= −  
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 ( )'' 0 2 0 ln 2xf x e x= ⇔ − = ⇔ =  

( )
( )

'' 0 2 0 ln 2

'' 0 2 0 ln 2

x

x

f x e x

f x e x

> ⇔ − > ⇔ >

< ⇔ − < ⇔ <
 

Άρα , έχουμε : 

x −∞                                    ln 2                                           +∞  

( )''f x   
 
( )'f x   

−   +   

   
                                                              Ο.Ε 

Αφού  η 'f  παρουσιάζει  ελάχιστο στο ln 2x = ,τότε 

( ) ( ) ( ) ( )' ' ln 2 ' 2 2ln 2 1 ' 3 2ln 2 0f x f f x f x≥ ⇔ ≥ − + ⇔ ≥ − > ,άρα  η f   είναι  γνησίως  αύξουσα  στο   . 

Δ3. Έστω ( )( ),o ox f xΜ   το  σημείο  επαφής  της  εφαπτομένης   και  της  fC .Τότε έχουμε  

( ) ( ) ( )( ): 'o o oy f x f x x xε − = −  

Επειδή ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ): 0 ' 1 ' 1 0o o o o o oA f x f x x f x x f xε∈ − = − ⇔ − + =  

Αρκεί  να αποδείξουμε ότι η  εξίσωση  ( )( ) ( )' 1 0f x x f x− + =   έχει  μοναδική  ρίζα  στο ( )1,3 . 

Θεωρώ  ( ) ( )( ) ( )' 1g x f x x f x= − +  

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
1,3 ' '' 1 ' ' '' 1 0

'' 0 ln 2, 1 0

x έ g x f x x f x f x f x x

ύ f x x

ια χω

αϕο στο και

Γ ∈ = − − + = − <

> +∞ − <
 

Άρα η g γνησίως  φθίνουσα στο  ( )1,3 ,άρα η ( ) 0g x = έχει  μία  το  πολύ ρίζα  στο  ( )1,3 . 

Η g  συνεχής στο  [ ]1,3  ως  πράξεις  συνεχών  συναρτήσεων 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 3 3 3

1 1 0

3 2 ' 3 3 2 10 6 4 0

g f e

g f f e e e

= = >

= − + = − + + − = − <
 

Άρα ( ) ( )1 3 0g g <  ,επομένως  από  Θεώρημα Βolzano η ( ) 0g x =   έχει  μία  τουλάχιστον  ρίζα  στο  ( )1,3

.Επομένως  η ( ) 0g x = έχει  μοναδική  ρίζα  στο ( )1,3 . 

Δ4. ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 22 22 1 2 1 2xh x f x x x x e x= + − − − = − −  

Η h  παραγωγίσιμη στο    με  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )( )

22' 2 1 2 2 2 1

2 1 2 2 1 2 1 2 1

x x x

x x x x x x

h x e e x x e

e x e x e e x xe e

= − − + − − =

 − − − + − = − − − − 
 

 ( )' 0 0 2 1 0x xh x x ή x ή xe e= ⇔ = = − − = . 
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Θεωρώ ( ) [ ]1, 0,2x xx xe e xϕ = − − ∈  

Η φ συνεχής στο [ ]0,2  

( ) ( ) ( ) ( )20 2 0 2 1 0, 0 2 0e άϕ και ϕ ρα ϕ ϕ= − < = − > <  
 

Επομένως  από  Θεώρημα  Bolzano  η ( ) 0xϕ = έχει μία  τουλάχιστον  ρίζα  στο ( )0,2 . 

Για ( ) ( )0,2 ' 0x x x xx έ x e xe e xeχω ϕ∈ = + − = > , άρα η φ γνησίως αύξουσα  στο ( )0,2  

Επομένως  υπάρχει μοναδικό  ( ) ( )0,2 0o ox ώ xστε ϕ∈ = . Επίσης η ρίζα 0x  είναι η μοναδική στο διάστημα 

[ )0,+∞  , αφού η φ είναι γνησίως αύξουσα σε αυτό. 

Ακόμη είναι ( ) 0xϕ′ <  για 0x <  , άρα ( ),0ϕ ↓ ∆ = −∞  ,άρα ( ) ( ) ( )( ) ( )
0

lim , lim 2, 1
xx

x xϕ ϕ ϕ
− →−∞→

∆ = = − −  , 

δηλαδή ( ) 0xϕ <  για κάθε ( ),0x∈ −∞  . 

 

 

x −∞                          0                  xo               2                     +∞  

 
1xe −  −   +  +  +  

2x −  −  −  −  +  

      ( )xϕ  −  −  +  +  

       'h  −  +  −  +  

         h  
    

                                                  T.E                  T.M       Τ.E 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0 0

o o

o o

x x x x x

x x x x x

ϕ

ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

> ⇔ > ⇔ >

< < ⇔ < ⇔ <





 

Επομένως η h  παρουσιάζει 2 τοπικά  ελάχιστα στα x=2, x=0 και ένα  τοπικό  μέγιστο  στο  x=xo 

 

 

 

 

Remove Watermark
Wondershare
PDFelement

http://cbs.wondershare.com/go.php?pid=5239&m=db



